Tema 7 Maximos y minimos

Tema 7
Maximos y minimos

7.1 Extremos absolutos, extremos relativos.

Definicion 7.1 Sea f D ¢ R> —— R una funcion de dos variables:

a) Se dice que f(x, y) tiene un mdximo absoluto en el punto A si {4) > f(iB) VB € D.

b) Se dice que f(x, y) tiene un minimo absoluto en el punto A si {4) <f(B) VB € D.

c) Se dice que f(x, y) tiene un mdaximo relativo en el punto A si (A) = f(B), para todo
punto B perteneciente a un cierto entorno abierto de A.

d) Se dice f(x, y) tiene un minimo relativo en el punto A si f(A) < AB), para todo
punto B perteneciente a un cierto entorno abierto de A.

Definicion 7.2 Sea £ D ¢ R* —— R una funcién de dos variables definida en una
entorno abierto que contiene a un punto A(a, b). Se dice que el punto A es punto critico
si satisface una de las dos condiciones siguientes:

a) fu(a, b) =0yf(a b) =0 (esto equivale a W(A) = 6)

b) fi(a, b) o f,(a, b) no existen.

A los puntos criticos que no son ni maximos ni minimos relativos se les dice puntos de
silla.

Teorema 7.3 (Condicion necesaria de extremo) Si f(x,y) tiene un extremo relativo en
un entorno abierto de un punto A, entonces A es un punto critico de f.

Demostracion.

Supongamos que f tiene un maximo relativo (en caso de minimo es andlogo) en 4 y es
diferenciable.

Existe un entorno abierto de 4 tal que f(4) > f(B), para todo punto B perteneciente a ese
entorno abierto de 4, supongamos que el radio del entorno es €.

La funcion g(x) = flx, b) es una funcion de x que verifica g(x) = fix, b) <fla, b) = g(a)
para todo x perteneciente al intervalo (a-¢, at€). Por tanto, la funcion de una variable

g(x) tiene en x = @ un maximo relativo.
Por otra parte, g'(a) = limy_, w = limy,_,q w = Z—£ (A). Alserf

diferenciable existe g’ (a).
Por tanto g’(a) = 0. Esto es, f.(a, b) =0. u

Observaciones 7.4 La condicidn anterior no es suficiente.
a) Puede ser que Vf(4) = 0y sea punto de silla.

b) Puede existir un extremo relativo en un punto 4 y no existir V_)f(A) por no ser
diferenciable la funcion f'en el punto.

Ejemplo 7.5 Encontrar los puntos criticos de la funcion fx,y) =4 — x* — )

Jx=-2x, f, = -2y, las derivadas parciales existen en todos los puntos de R’
0= W(A) = (—2x,—2y) < x=0¢y=0. El unico punto critico es (0,0).
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fixy) =4 — x> —y* < 4 = £{0,0) = El punto (0,0) es un maximo relativo (también es
maximo absoluto). =

Ejemplo 7.6 Encontrar los puntos criticos de la funcion f(x,y) = |x | + | y |

La funcioén no es diferenciable en (0,0), por tanto (0,0) es un punto critico.

f0,0)=0< x| +] v | = fx, y), por tanto tiene un minimo relativo en (0,0) (también es
minimo absoluto). u

Ejemplo 7.7 Encontrar los puntos criticos de la funcion f(x,y) = x y.
Jf+ =, fy = x, las derivadas parciales existen en todos los puntos de R’
0= W(A) = (y,x) ©x=0ey=0.El tnico punto critico es (0,0).
V(x,y) con sig(x) = sig(y), fix,y)=xy>0=£0,0)

V(x,) con sig(x) # sig(y), flx.y) =xy <0=/£0,0)
Por tanto el punto (0,0) es un punto de silla. u

Definicion 7.8 (Matriz hessiana)
Sea f D c R* —— R, A un punto de D tal que fes diferenciable dos veces en el punto
A, a la matriz de las derivadas segundas se le dice matriz hessiana.

fex(A)  fry(A)

HWDI= e ) £,

Teorema 7.9 (Clasificacion de extremos mediante la matriz hessiana)
Sea f D  R> —— R, D un conjunto abierto, con derivadas segundas continuas en un

entorno de A punto criticos de f. .Sea |H(A) | el determinante de la matriz hessiana en
el punto. Se verifica:

a) Si |H(A) | >0y fi(A4) > 0, entonces f tiene un minimo relativo en A.
b) Si |H(A) | >0y fu(A) <0, entonces f tiene un maximo relativo en A.
c) Si |H(A) | <0, entonces f tiene un punto de silla en A.

d) Si |H(A) | = 0 el criterio no nos lleva a ninguna conclusion.

Ejemplo 7.10 Encontrar y clasificar los puntos criticos de la funcion
fley)=x'=3xp+ .

=3x?2-3y =0&sx*-y =0x% =
{fx T , R e o et A IS
fy =3y°-3x =0sy"-x=0sy" =x

y=0

yi—-1= (y-D@*+y+1)=0 =>y=1

Siy= 1,x=y2= 1(1,1). Siy=0,x=y2= 1 (0, 0). Puntos criticos (0, 0) y (1, 1)
S =6x, f1 =6y, fry =frx =-3

fex(0,0)  fay(0,0)] _
fyx(0,0)  £,5(0,0)]

=3(1-) =0

|H(0,0)] =

|_03 _03|: -9 <0 = (0,0) es punto de silla



Tema 7 Maximos y minimos

XX 1J1 X 1I1
) = 0D AyAD| 5

freL1) fry (L]

_63|: 27> 0= (1,1) es minimo relativo ®

Ejemplo 7.11 Encontrar y clasificar los puntos criticos de la funcion

S, y) =x" = 33",

— 2 _ 2 — 2_ 2 — S
{f;c—3x 3y 0=x“ -y 0O=2x =yox y —x=0ey=0

fy = —6xy =0<& xy =02x=06y=0
Punto critico (0, 0)
S = 6x, £, = -0x, f1, = frx = -6y

fxx(0,0) fxy(o'o) _ 0 0_
fyx(0,0)  f,5(0,0) 0 0
ninguna conclusion.

|[H(0,0)| = 0, este criterio no nos permite deducir

Si se consideran puntos de la forma x = y se tiene f{x, y) =x"— 3x)* =x°— 3x° = -2x".
Six=yconx>0, se verifica f{x,y) = -2x° < 0 = f{0,0)
Six=yconx<0, se verifica f{x,y) = -2x° > 0 = f{0,0)

Por tanto (0,0) es un punto de silla. u

7.2 Extremos condicionales.

Definicion 7.12 (Extremos condicionales) Sea f D ¢ R® —— R y L una curva
perteneciente a ese dominio. A los extremos de la funcion sobre la curva L se les
denomina extremos condicionales:

a) Se dice que f(x, y) tiene un mdaximo condicional en el punto Ae L si (A) > f(B) VB
perteneciente a L y a un entorno abierto de A.

b) Se dice que f(x, y) tiene un minimo condicional en el punto A si f{A) < f(B) VB
perteneciente a L y a un entorno abierto de A.

Si la curva viene dada por una ecuacion @(x, y) = 0 se dicen extremos de la funcion

fx,y) con la condicion @(x, y) = 0.

Ejemplo 7.13 Sea la funcién fix, y) =1 —x* —*.

X +H720=flx,y)=1-x*—)* <1 =10, 0). Por tanto tiene un méaximo absoluto en

(0,0).

Si se impone la condicion y = 1/2, se tiene flx, 1/2) =1 —x* — (1/2)* = % - x".

fi=2x=0=x=0, f;, (0) =-2 <0 = x =0 es un maximo.

Por tanto el punto (0, %) es un maximo condicional de la funcién f{x, y) =1 —x* -y

con la condicion y = V5. u
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Teorema 7.14 (Método de los multiplicadores de Lagrange) Sean f(x, y) v ¢(x, »)
funciones con primeras derivadas parciales continuas, y un punto A(a, b) verificando
la condicion ©(x, y) = 0. Si A es extremo condicional de la funcion f(x, y) con la
condicion @(x, y) = 0, entonces existe un A tal que A es extremo de la funcion F(x, y) =

fx, p) + A 0(x, y).
Demostracion.

Sea A extremo condicional de la funcién z = f(x, y) con la condicién @(x, y) = 0. Al
existir la condicion s6lo una de las variables es independiente. Supongamos que
tenemos y en funcidn de x, y = y(x), y sustituimos en z = f{x, ), que da una funcion de x.
El problema se reduce al estudio de extremos en la nueva funcién que depende de la

o L Uy

) . dz
variable x. Aplicando la regla de la cadena: ax - ox T oy

., dz
Al ser A extremo de la nueva funcidén = 0.

or | oray_

Por tanto, 0 = " oy ax "

dx + fydx. De @(x, y) = 0 se obtiene ¢dx + @,dy = 0.

Multiplicando esta ultima expresion por A y sumando se tiene

(it Ae)dc +(f, + 1¢)dy=0

Se elige A de modo que f;, + 4 ¢, =0, con lo cual f; + A ¢, = 0.

Por tanto existe un A de modo que, A es extremo de la funcioén F(x,y) = fix, y)+ A @(x,y).
u

Este resultado proporciona un método para calcular los extremos condicionados:

Método 7.15 (Método de los multiplicadores de Lagrange)

Para determinar los posibles extremos condicionados se siguen los siguientes pasos:

1.-Se forma la funcion F(x, y, A) = f(x, y) + A @(x, )

2.-Se igualan sus derivadas parciales a 0.

3.- Resuelve el sistema que forman

E = fx + /1(1026 =0
E, fy + /1903, =0
F, p(xy) =0

El método se puede extender a funciones de mas de dos variables.
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Ejemplo 7.16 Hallar los extremos de la funcion fx, y) = x> + y* con la condicién
xty=1.

F,y, W)= +y) + L (x+y—1)

Fi=2x+A=0

F,=2y+A=0 =>x=y

Fp=x+y-1=0 =>0=-1tx+tx=-1+2x=>x=%=y="%=>A(CA)) N

Teorema 7.17 (Teorema de Weiestrass) Sea f© S © R> —— R continua y S cerrado y
acotado. Se verifica que f(x, y) tiene mdximos y minimos absolutos en el conjunto S.

El teorema anterior proporciona un método para el calculo de los extremos absolutos:

- Hallar los extremos relativos en el interior.
- Hallar los extremos en la frontera con el método de los multiplicadores de Lagrange.

Ejemplo 7.18 Sea f* S c R* —— R con fix, y) =x—xyH’ y S = {(xy)e R*, x¥* +1)° <2},
S es un conjunto cerrado y acotado, determinar los extremos absolutos.

1°.- Calcular los extremos relativos.

— 2x — = 0 . .
Vf=(2x—y, 2y —x)=(0,0) :{zi B i _ - tmica solucion =0,y =0.

Puntos criticos (0,0)

Matriz hessiana |H(0,0)| = |_2 _1|

1 2 3>0, fx(0,0)=2>0, es un minimo relativo.

2°.- Extremos condicionados en la frontera
fx, ¥) = x*~xy+y* con la condicion x> +y*—2 =0
Fx, , M) = Xty + M2 +)7-2)

F,= 2x—y+ 2Ax =0
E,= 2y—x+2ly =0 e¢lsistema tiene las siguientes soluciones:
L= x*4+y2-2 =0

A=-12,x=1,y=1
A=-12,x=-1,y=-1
A=-32,x=1,y=-1
A=-32,x=-1,y=1

3°.- Valores de la funcion en los puntos obtenidos
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f(0,0) = 05 f(lal) = 17 f(_lal) = 37]((15-1) = 35f(_15_1) =1
(0,0) es un minimo absoluto

(-1,1) y (1,-1) son méximos absolutos. u



